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9. RECTAS EN EL PLANO PROYECTIVO

En este tema vamos a explorar algunos aspectos de la geometria de las rectas de un plano
proyectivo. Como ya hemos visto, si tenemos un plano proyectivo arbitrario sobre un
cuerpo k y fijamos una referencia proyectiva, podemos establecer una biyeccién, que es de
hecho una proyectividad, entre dicho plano proyectivo y el plano proyectivo estdndar Pj.
Esto justifica que en este tema trabajemos por simplicidad con rectas de P} principalmente,
ya que sabemos que asi no perdemos generalidad y capturamos toda la geometria del
problema que queremos abordar.

Parametrizacion de una recta proyectiva

Ejemplo 9.1. Consideramos la recta [ de P de ecuacién xq—z;+x9 = 0y consideramos la
referencia proyectiva Z = {(1:1:0),(0:1:1);(1:2:1)} de l (comprueba que en efecto
2 es una referencia proyectiva de [). ;Qué quiere decir que un punto p = (xg : 1 : x2)
de [ tiene coordenadas (homogéneas) (o : t;) con respecto a Z?7 Es decir, ;qué punto (de
P) es p? El punto p es el punto (¢y : to + 1 : ¢1) (jcompruébalo!). Recordemos que este
proceso de asignar a cada valor (fo : t;) € Py el punto de [ que tiene a (¢ : t;) como sus
coordenadas respecto de Z nos proporciona una proyectividad de Py, a [ (la inversa de la
proyectividad 1, definida en la proposicion 8.32), que es concretamente

w;l : Py — [
(to : tl) — (to to+ 1 tl)
Ademas, este proceso nos proporciona también unas ecuaciones paramétricas de I, ya que

estamos diciendo cémo tienen que ser los puntos (¢ : 1 : x2) de [ en funcién de los valores
(to : t1) de los pardmetros:

g = to
(911) r1 = t() + tl
To = tl .

Observamos que (9.1.1) son también las ecuaciones de f, pensada como aplicacién proyec-
tiva de Py a P, respecto de las referencias canénicas de Py y Pi.

Ejercicio 9.2. Si consideramos la referencia ' = {(1:1:0),(0:1:1);(1: —=1:—-2)} de
la recta [ del ejemplo anterior, ;cudl es la proyectividad que obtenemos al asignar a cada
valor (to : t1) de Py, el punto p de [ de coordenadas (¢, : t1) respecto de Z'? ;Cuédles son
las ecuaciones paramétricas correspondientes?

Recordemos que unas ecuaciones paramétricas o una parametrizacion de una recta
[ =P(W) de P (W es un plano vectorial de k*) son unas ecuaciones

Trg = CL()t() + bOtl
(921) xry = Cllt() + bltl
Ty = agty+ boty,

donde B = {(ap, a1, az), (bo, by, b2)} son un sistema de generadores (y por tanto, una base)
de W. Observamos que la referencia proyectiva Z = {(ap : a1 : as2),(by : by : by);
(ap +bo : a3 + by : ag + bg)} de [ tiene a B como base asociada. Por tanto, la proyec-
tividad que asigna a cada (to : t;) el punto p € [ (vista [ como subespacio proyectivo de
P3) de coordenadas (to : t1) respecto de Z, tiene a (9.2.1) como ecuaciones respecto a las
referencias canénicas de Pl y Pi. En vista de esto y del ejemplo 9.1 podemos dar una
nueva definicién de parametrizacién de una recta de Pi:
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Definicién 9.3. Sea [ = P(IV) una recta proyectiva de PZ. Una parametrizacién de [
es una proyectividad f de PL a [. La proyectividad f viene determinada por la imagen
de tres puntos distintos de P, por ejemplo, por la imagen de (1 : 0),(0 : 1),(1: 1) (la
referencia candnica de PL). También podemos dar f de manera explicita como

(931) (to . tl) — (aoto -+ botl . alto + bltl . CLQtO + bgtl),
donde (ag, a1, as) y (bo, b1, bs) son vectores linealmente independientes de W.

Observacién 9.4. Por lo que hemos visto, una parametrizacion f de una recta proyectiva
[ de P nos da una forma de “recorrer” [, ya que para cada valor del pardmetro homogéneo
(to : t;) € P} obtenemos un tnico punto f(fy : ¢;) de I. Por ello, segiin movemos el
pardmetro homogéneo de P}, vamos recorriendo toda la recta [, pasando por todos sus
puntos una sola vez. Observamos también que para tener determinada de forma tinica una
parametrizacién f de [ necesitamos especificar las imégenes que toma f para (1:0),(0: 1)
y (1 : 1) o, en general, para tres valores distintos del pardmetro homogéneo (ty : t;)
(esto es as{ porque una proyectividad de P}, a [ viene determinada por la imagen de los
puntos de una referencia proyectiva de P} y una referencia de P} consiste en tres puntos
distintos de P}). Si, por el contrario, solo especificamos los valores py = (ag : a1 : as)
y p1 = (b : b1 : by) que una parametrizacién de [ ha de tomar en dos valores distintos
del pardmetro homogéneo, por ejemplo, en (1:0) y (0 : 1), habra varias (si k es infinito,
infinitas) parametrizaciones f tales que f(1:0) = (ag:ay :a2)y f(0:1) = (by : by : by).
Esto es porque {(1 : 0),(0 : 1)} no son una referencia de PL, por lo que especificar las
imégenes que una proyectividad ha de tener en dichos puntos no determina la proyectividad
de forma tunica. Dicho de otro modo, hay muchas maneras distintas de parametrizar [ de
forma que pasemos por el punto py para el valor (1 : 0) del paramétro y por el punto p;
para el valor (0 : 1) del parametro. Simplemente, hay que escoger imagenes distintas para
(1 : 1) (el punto unidad de la referencia proyectiva canénica de PL); cada una de estas
elecciones dard lugar a una proyectividad de Py a [ distinta. Dicho de otra forma, las
distintas elecciones de imagen para (1 : 1) dardn lugar a distintas maneras de recorrer [
que solo tendrdn en comun entre ellas esto: todas pasan por py para el valor (1 : 0) del
pardmetro y por p; para el valor (0 : 1) del pardmetro. Otra forma de entender por qué
ocurre esto es fijarnos en las posibles parametrizaciones de W (recuerda que W es el plano
vectorial de k3 para el que [ = P(W)). Para que una parametrizaciéon de [ tome el valor
poen (1:0)y el valor p; en (0 : 1) basta considerar una parametrizacién de W que lleve el
valor (1,0) de los parametros a un miltiplo no nulo cualquiera del vector vy = (ag, a, az) y
el valor (0, 1) de los pardmetros a un multiplo no nulo cualquiera del vector vy = (bg, by, ba).
Segun los miultiplos de vy y v; que elijamos, la imagen de (1, 1) por la parametrizacion de
W resultante generard distintos “rayos” vectoriales en WW.

Observacion 9.5. La definicion 9.3 se puede extender de manera obvia a una recta
proyectiva de P} o incluso a una recta proyectiva de un espacio proyectivo arbitrario
P(V). La definicién también se extiende a subespacios A de dimensién m de P(V): una
parametrizaciéon de A seria una proyectividad de P}’ a A.

Proyectividades y perspectividades de rectas

Ahora vamos a estudiar proyectividades entre dos rectas l1 y I» de PE, no necesariamente
distintas. Para determinar una proyectividad de [; en l; basta conocer las imégenes de
tres puntos (ordenados) distintos de [;. Estas imagenes que han de ser necesariamente tres
puntos distintos de [y, ya que una proyectividad es una aplicacion biyectiva. Vemos un
ejemplo de proyectividad entre dos rectas [; y Iy de P en el ejercicio siguiente:
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Ejercicio 9.6. Sean [ y Iy las rectas de Pi de ecuaciones zo+ 21+ 22 =0y 1 — 29 = 0.
Sea f la proyectividad de [; a [ que cumple

f(1:0:-1) = (1:0:0)
f(O:1:-1) = (1:1:1)
f(1:=2:1)) = (0:1:1).

(1) Calcula f((2:1:-3)).
(2) En general, dado un punto (¢ : t; : —tg —t1) de [y, calcula f((tg: ¢t : —to —t1)).

Si hemos sido capaces de resolver el ejercicio anterior, es claro que sabemos como describir
de forma analitica una proyectividad f entre dos rectas del plano. Sin embargo nos gustaria
también ser capaces de describir f de manera geométrica. Para hacer esto comenzamos
por estudiar un ejemplo muy importante de proyectividades entre dos rectas de P, las
perspectividades:

Definicién 9.7. Una perspectividad f entre dos rectas [y y I de PZ, o de [; sobre Iy, es la
restriccién a [y de la proyeccion 7 de Pi sobre [y con centro un punto o no contenido en Iy
ni en ls. A o se le denomina centro de f.

Observacién 9.8. Una perspectividad entre dos rectas distintas [; y I, de P} viene deter-
minada por su centro. Si f es una perspectividad de una recta [ sobre si misma, f = id;.

Ejercicio 9.9. Sean [; y l5 las rectas de PIQ{ de ecuaciones g —x1 + 213 =0y 21 — 22 =0
y sea f la perspectividad que de [y sobre [y de centro (0 : 1:0). Halla la parametrizacién
de Il que resulta de componer la parametrizacion de [; del ejemplo 9.1 con f.

Proposicion 9.10. La perspectividad f de una recta Iy sobre una recta ly con centro o de
una recta Iy es una proyectividad entre Iy y ls. La proyectividad inversa de f es de nuevo
una perspectividad, de lo sobre 1y y centro o.

Demostracion. La proposiciéon es un caso particular del ejemplo 8.19. ([l

Teorema 9.11. (caracterizacion geométrica de las perspectividades) Sean | y I' dos rectas
distintas de P y sea f : 1 — ' una proyectividad entre ellas. Sea p el (inico) punto de
interseccion de | y l'. Entonces, f es una perspectividad si y solo si f(p) = p.

Demostracion. Es claro que si f es una perspectividad de [ a I'; entonces f(p) = p.
Supongamos ahora que f es una proyectividad de [ a I’ tal que f(p) = p. Sean a y b otros
dos puntos de [ distintos de p y denotemos o’ = f(a) y b’ = f(b). Consideramos el punto o
de interseccion de las rectas < a,a’ >y < b, b’ > (observa que a # o’ y b # V'). Entonces, si
g es la perspectividad de [ sobre [" de centro o, es claro que g(a) = d’, g(b) ="y g(p) = p.
Como f y g son dos proyectividades de [ a I’ que valen lo mismo en la referencia proyectiva
Z = {a,b;p} de [, se tiene por el teorema 8.34 que f = g. O

Podemos ahora describir las proyectividades entre dos rectas del plano como composicion
de perspectividades:

Teorema 9.12. Toda proyectividad entre dos rectas L y L' de P}, no necesariamente
distintas, se puede expresar como composicion de perspectividades.

Demostracion. Vemos en primer lugar que podemos suponer que L y L’ son distintas. En
efecto, si fueran iguales, tomando una recta L distinta de L y una perspectividad cualquiera
g de L sobre L se tendria, supuesto demostrado el teorema para rectas distintas, que fog—*
es una composicion de perspectividades, con lo que f también lo seria. Suponemos pues
que Ly L’ son dos rectas distintas (a partir de aqui, para entender mejor la demostracién
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conviene que vayas dibujando las rectas y puntos que se van introduciendo, con lo que
obtendras un dibujo anélogo al que aparece arriba). Elegimos tres puntos distintos a, b, ¢
de L de tal manera que si @’ = f(a),b = f(b) y ¢ = f(c) entonces ni ¢ ni ¢ son el punto de
interseccién de L y L. Sea p un punto de la recta < ¢, ¢ > distinto de ¢ y ¢. Tomamos una
recta " que pase por ¢’ pero que no pase ni por ¢ ni por a’. Sean a” y 0" los respectivos
puntos de interseccién de L” con las rectas < p,a >y < p,b > y renombremos ¢’ como
¢’. Finalmente, sea ¢ el punto de interseccién de las rectas < o', a” >y < 0,0 >. Si f
es la perspectividad de L sobre L” de centro p y f, es la perspectividad de L” sobre L’ de
centro g se tiene

L o o
a +— ad
b —

/!

C — Cc — C

por lo que (fy0 f1)(a) = a' = f(a), (fa0 f1)(0) = V' = f(b) y (f20 f1)(c) = ¢ = f(c). Como

{a,b;c} es una referencia proyectiva de L, se sigue del teorema 8.34 que f = fyo fi. O

—
—

La eleccién del infinito

Al comienzo de la seccién 7 construimos el plano proyectivo Pi como complecién del
plano afin A%, incluyendo este iltimo en P mediante la aplicacién inyectiva (7.4.1), que
en dimensién 2 queda

A — P:

(9.12.1) i (x,y) — (1 DX y)



78 FRANCISCO JAVIER GALLEGO RODRIGO

Para obtener ¢, primero incluimos A dentro de k® mediante

A — k3
g (my) = (Lz,y).

De esta forma estamos identificando A2 con el plano afin 11 de k3 de ecuacién zy = 1.
Luego componemos j con la proyeccién desde k* \ {(0,0,0)} a P3

k* < {(0,0,0)} — P
m:  (xo,x1,72) = (2o @1t x2).

Podemos asi identificar A% con el subconjunto i(Ai) de Pi. Los puntos que anadimos a
i(A) hasta completar PZ son las clases en Pi del plano vectorial 11" de k® de ecuacién
zo = 0, que es la direccién de II. Dichas clases son los puntos la recta P(11") de ecuacién
xo = 0, que llamamos por ese motivo recta del infinito para la inclusién i. Ilustramos esta
construcciéon en la figura siguiente, donde Il aparece en rosa, |/ aparece en azul claro y
dibujamos, en rojo, unas cuantas rectas vectoriales correspondientes a puntos de i(A) vy,
en azul, unas cuantas rectas vectoriales correspondientes a puntos de la recta del infinito

P(I1).
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Sin embargo i no es la tinica forma de incluir A dentro de Pi. Podemos elegir cualquier
plano afin II" (que no pase por (0,0,0), para que después tenga sentido componer con )
de k3 y, en vez de j, podemos considerar un isomorfismo afin j’ entre A2 y IT". Definimos
entonces como i’ la composicién i’ = woj’. Podemos asf identificar AZ como el subconjunto
i'(A}) de P y los puntos que anadimos para completar ¢/(A}) hasta P} son en este caso
las clases de los vectores de la direccion W’ de IT'. Estos puntos forman la recta P(W'), que
serd la recta del infinito para la inclusién i'. Vemos un ejemplo concreto de . Elegimos
como 11’ el plano de k? de ecuacién xy — x1 + 9 = 1 v como j’, por ejemplo,

A — k3
i (vy) = (r—y+1,2,9).

Con estas elecciones 7' sera

A — P
i (vyy) = (r—y+1l:z:y)

y la direccién 117 de 11" seré el plano vectorial de k? de ecuacién xo—x;+x2 = 0. Por tanto,
la recta del infinito para i’ serd en este caso P(11”), es decir, la recta de Pi de ecuacién
xg — o1 + x9 = 0. Ilustramos esta construccion en la siguiente figura, donde I1" aparece
en rosa (dibujamos solo un tridngulo de I1"), 117" aparece en azul claro y dibujamos, en
rojo, unas cuantas rectas vectoriales correspondientes a puntos de 7/(AZ) y, en azul, unas
cuantas rectas vectoriales correspondientes a puntos de la recta del infinito P(117).
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Hemos visto pues que no hay una tnica forma de sumergir A en P y que la recta del
infinito depende de la inmersion elegida. Por otra parte, es claro que, dada una recta [’
cualquiera de P, existe una inmersién de A en P{ como las que acabamos de describir
para la que !’ es su recta del infinito. Dicho de otra forma, dada cualquier recta I’ de P,
podemos identificar P \ I’ con A, mediante la aplicacién inversa de una inmersién 7’
como las descritas mas arriba. A esto le llamaremos elegir la recta del infinito.

Otra forma de entender las distintas maneras de sumergir A en P y de elegir la recta
del infinito es la siguiente. Dadas dos rectas proyectivas de P} existen proyectividades de
P que trasforman una en la otra:

Lema 9.13. Sean | y I’ dos rectas de Pi. Existen proyectividades de P en Pi que
transforman [ en I’

Demostracion. Una proyectividad f que cumpla f(I) = [’ se puede construir como sigue.
Elegimos dos puntos distintos pg,p; de | y los completamos a una referencia proyectiva
R = {po,p1,p2; 3} de PL (para ello basta con escoger un punto py no contenido en [; en-
tonces pg, p1 vV p2 son proyectivamente independientes, por lo que si vy, v1 y v9 son vectores
de k3 tales que py = [vo],p1 = [v1] ¥ p2 = [va], vo,v1 ¥y vy forman una base de k? y, si
definimos p3 = [vg + v1 + V2], Po, P1,P2 ¥ p3 forman una referencia de Pj). Andlogamente
escogemos dos puntos distintos p y p} de I’ y elegimos otros dos puntos de P de manera
que Z = {pi, P}, py; Py} sea una referencia proyectiva de PZ. Consideramos la proyectivi-
dad f que transforma &Z en #Z’. Entonces f(I) = f(< po,p1 >) = < f(po), f(p1) > =
< pp,py >= 1. Observa que con esta construcciéon podemos obtener muchas proyectivi-
dades que transforman [ en !, ya que, para fijar Z’, podemos elegir como pj y p| dos
puntos distintos de " cualesquiera; como p, podemos elegir un punto cualquiera fuera de I’
y como pj podemos elegir cualquier punto que no esté contenido en la unién de < pjy, p| >,
< pp.py >y < pi,phy >. Cada elecciéon distinta de los puntos pj, p}, py v ps define una
proyectividad diferente que transforma [ en [’. O

El lema 9.13 nos dice que dos rectas de Pi son indistinguibles desde un punto de vista
proyectivo. Otra forma de ver esto es que una recta de P puede adoptar cualquier ecuacién
siempre que la escribamos con respecto a una referencia proyectiva adecuada.

En particular, se sigue de todo esto que la recta de ecuacién zy = 0 (que denotamos a partir
de ahora como [) no tiene nada de especial y asi, cualquier recta de P tiene “derecho” a
ser elegida como recta del infinito. Como hemos identificado A con PZ \ [ mediante la
biyeccién i de (9.12.1), tenemos la siguiente observacion:

Observacién 9.14. Sea [ la recta de PE de ecuacién zp = 0 y sea I’ otra recta de P3.
Podemos identificar (no de manera tnica) A con Pi \ I’ de la siguiente forma. Sea i la
aplicacién de (9.12.1) y sea f una proyectividad de P en P tal que f(I) =1’ (recuerda
el lema 9.13) Entonces i’ = f o es una aplicacién inyectiva y su imagen es P ~\ [’

En realidad, esta manera de elegir la recta del infinito tal como se describe en la obser-
vacion 9.14 es equivalente a la manera de elegir la recta del infinito que vimos antes en la
pagina 79. Dicho de forma mas precisa:

Proposiciéon 9.15. Sea i la aplicacion de (9.12.1) y sea 7 la proyeccion candnica de
k3~ {(0,0,0)} a P3.
(1) Si II' es un plano afin de k* que no contiene a (0,0,0), j' es una aplicacién afin
de AL a A} tal que j'/(A2) =T1' e’ = moj', entonces existe una proyectividad f
de P en P tal que i’ = foi.
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(2) Si f es una proyectividad de P en Py e i = foi, entonces existe un plano afin 1T’
de k* que no contiene a (0,0,0) y una aplicacion afin 7' de A2 a A] que cumple
Y J k k
J'(A}) =10, tales que ' =o'

Demostracién. Para demostrar (1), definimos vy = (5 0 771)(1,0,0) (observa que vj, es un

punto de II'; para que la inversa de j tenga sentido entendemos j como una aplicacion
— -1 — -1

de A a II). Definimos también v = (5’0 j )(0,1,0) y v = (5 0 j )(0,0,1) (observa

que v} y vy son dos vectores linealmente independientes de la direccién de II'). Por tanto

vy, v} y vh forman una base de k®. Definimos ® como el automorfismo de k* que envia los

vectores de la base canénica de k* a v}, v} y v4. Entonces la proyectividad f que buscamos

es la proyectividad inducida por .

Dejamos la demostracién de (2) como ejercicio. O

El lema 9.13 se puede generalizar de la manera obvia (dados dos hiperplanos H y H' de
P}, existe una proyectividad (no tnica) de P{ en P} que transforma H en H’). De igual
manera podemos generalizar la observacion 9.14, por lo que también en P} podemos elegir
el hiperplano del infinito. Esto consistiria en fijar un hiperplano H de P} e identificar el
complementario de H con el espacio afin Aj. Este proceso también lo podemos realizar
generalizando la construccién que hicimos en la pagina 79.

A continuaciéon vemos varios contextos que ilustran el proceso de elegir la recta del infinito
y nos muestran la utilidad del mismo (en el tema 4 veremos una situacién mas en que elegir
la recta del infinito serd muy importante: cuando relacionemos las cénicas proyectivas con
las cénicas afines).

Paralelismo.

Ya vimos en la seccién 7 que, al completar A7 a P usando la aplicacién i de (9.12.1),

dos rectas paralelas I} y Iy de A} se caracterizan por tener el mismo punto del infinito.

Esta propiedad se conserva si, en lugar de utilizar la inmersién i de A en P, usamos

una inmersién ¢’ como las de la pagina 79. Para ver esto tltimo, definimos el completado

proyectivo de una recta [ de A respecto de la compleccién de A dada por i’ como la
—

N
recta proyectiva /(1) U m(5'(1)) de P, siendo m(5'(1)) el punto del infinito de [ para esta
compleccién. En ese caso, si I y Iy son dos rectas de A2, como j' es una aplicacién afin
inyectiva, [ y Iy son paralelas si y solo si j'({1) y j'(l2) son paralelas. Esto se traduce en
que l; y Iy son paralelas si y solo si tienen el mismo punto del infinito para la compleccion
de A dada por /. Entonces, si en P hemos elegido una recta proyectiva L como recta del
infinito e identificamos P \. L con A, y I, y I, son dos rectas proyectivas de P, tenemos
que I} \ Ly Iy . L son rectas paralelas de A = P2\ LsiysolosilyNL=1I,NL. Lo
ilustramos en los siguientes dos ejemplos:

Ejemplo 9.16. En P consideramos cuatro puntos pi, ps, p3, p4 en posicién general. ;jQué
recta L de PE debemos elegir como recta del infinito para que los puntos py, ps, p3, p4 sean
en P \ L vértices consecutivos de un paralelogramo? La recta L buscada es la recta que
pasa por los puntos < py,ps >N < p3,ps >V < p1,ps >N < po, p3 >. Por ejemplo, en las

figuras siguientes se ilustra el caso en que p; = (0:1: 1), ppo=(1:1:1), p3=(1:1:0)
vy ps=(0:1:0): los puntos py,pa, p3, ps forman un paralelogramo en P% \ L si y solo
si L es la recta de P% de ecuacién z; = 0. Ten en cuenta que para el segundo dibujo
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identificamos P{ ~\ L con A% mediante

=1, 2 2

(To:aiix) = (2,2
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pP1= (Oa 1) D2 = (171)

ps = (0,0) p3 = (1,0)

El siguiente ejemplo es la demostracién de un resultado clésico sobre configuraciones de
rectas: el teorema de Pappus. Probaremos la version proyectiva del teorema de Pappus
(también hay una versiéon afin, la cual, como ya hemos observado en otras ocasiones,
tiene un enunciado mas complicado, con mas casos: compara la versién afin del teorema
de Pappus que aparece en el teorema 1.3.4 y en el ejercicio 1.39 de “Geometry”, de M.
Audin con la versién proyectiva enunciada en el teorema 9.17). Aunque se puede dar una
demostracién proyectiva (consulta el ejercicio 58 de la lista de ejercicios de Geometria
Proyectiva), la demostracién que veremos a continuacién usa la idea de la eleccién de la
recta del infinito para reducir la demostracion del teorema 9.17 a argumentos afines (en
realidad, demostraremos las versiones afines del teorema de Pappus a las que hemos hecho
referencia y, usando el “truco” de elegir adecuadamente la recta del infinito, probaremos,
a partir de las versiones afines, la version proyectiva).

Teorema 9.17. (Pappus) En Pi sean a,b,c tres puntos distintos alineados y sea
L =< a,b,c >; sean a',b',c otros tres puntos alineados, contenidos en la recta L' dis-
tinta de l. Si p es el punto de interseccion de < a,b' > y < a',b>, q es el punto de
interseccion de < a,c > y < ad',c > yr es el punto de interseccion de < b, >y <V, c >,
entonces los puntos p,q y r estdn alineados.
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Demostracion. Sea L” =< p,r >. Para demostrar el teorema basta ver que ¢ € L.
Tomamos L” como recta del infinito, es decir, identificamos Py ~ L” con Aj segin la
construccién de la pagina 79 o la observacion 9.14. A partir de ahora haremos un pequeno
abuso de notacién y, dada una recta de P con interseccién no vacfa con Pi \ L”, daremos
el mismo nombre a la recta proyectiva y la recta afin que resulta al intersecarla con PE~ L".
En ese caso las rectas < a,b' >y < a/,b > se convierten en rectas de A paralelas (jpuesto
que sus completados proyectivos tienen el mismo punto en el infinito!). De igual forma las
rectas < b, ¢’ >y < U/,c > se convierten en rectas de A} paralelas. Por tanto habremos
demostrado que ¢ € L, si demostramos la siguiente versién afin (especial) del teorema de
Pappus:

En A%, sean a,b,c tres puntos distintos alineados y sea L =< a,b,c >; sean a',V/,c otros
tres puntos alineados, contenidos en la recta L' distinta de L. Si < a,b > y < a',b > son
paralelas y < b, > y < U, c > son paralelas, entonces < a,c > y < a',c > son paralelas.

Como las rectas L y L' en A pueden ser paralelas o concurrentes (dependerd de si el
punto de interseccién de L y L' (de forma més precisa, el punto de interseccién de sus
completados proyectivos) en P2 esté en L” o no; en la figura incluida en el enunciado del
teorema, no lo esta, que es la situacién mas probable), para demostrar la versién afin del
teorema de Pappus del parrafo anterior sera necesario distinguir esos dos casos:

Caso 1: Las rectas L y L' son concurrentes en A (el punto de intersecciéon de L y L’
en P estd en L”). Sea o el punto de interseccién de L y L', sea h; la homotecia de
centro o que lleva a a by sea hy la homotecia de centro o que lleva b a ¢. Como Ly L'
pasan por o, ambas rectas son invariantes tanto por h; como por hy. Como una homotecia
transforma una recta en una recta paralela, hy transforma < a,b" > en < b,a’ > (por lo que
hi(t') = @) y hy transforma < b, ¢’ > en < ¢, b’ > (por lo que hy(¢’) = b'). Por otra parte
dos homotecias con el mismo centro conmutan (puedes demostrarlo facilmente escribiendo
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matrices de las homotecias en un sistema de referencia adecuado) y su composicién es o
bien una homotecia con el mismo centro o bien la identidad. Por ello h = hyohy = hq 0 ho,
h(a) = (hg o hy)(a) = cy h(d) = (hy o hy)(¢) = d, de donde se deduce que las rectas

< a,d >y < ¢ ad > son paralelas, como queriamos demostrar.

Caso 2: Las rectas L y L’ son paralelas. El razonamiento es el mismo que el del caso 1
cambiando en el argumento homotecias por traslaciones (el que una traslacién transforme
una recta dada en una recta paralela a ella y el que la composicién de traslaciones sea
conmutativa son hechos triviales). UJ

Proyectividades e isomorfismos afines.

Vimos en la seccién 8, paginas 62-69, cémo completar aplicaciones afines y, en particular,
como completar isomorfismos afines de A} en Aj. Estudiamos ahora el proceso inverso.
Dada una proyectividad f de P} en P}, elegiremos un hiperplano H como hiperplano del
infinito y estudiaremos la restricciéon de f a Py~ H, que identificaremos con Aj. jCuidado,
para que dicha restriccién esté bien definida en todo Aj no nos valdra elegir un hiperplano
H cualquiera (consulta el corolario 8.48)! Si H fue elegido correctamente, entonces la
restriccién de f a P} ~\ H sera un isomorfismo afin que tendra distintas propiedades segin
vayamos variando nuestra eleccion de H. Vemos todo esto en un ejemplo concreto:

Ejemplo 9.18. Sea f una homologia general de Pj de razén —1, eje L y centro o (que no
estd contenido en L; para la definicién de homologia, consulta las definiciones 8.52 y 8.54).
Cuando veamos el concepto de dualidad, dispondremos de una manera sistemética de
hallar los subespacios invariantes por una proyectividad. En este caso, es facil encontrar
las rectas invariantes de f con un razonamiento geométrico directo, que presentamos a
continuacion. El eje L es una recta de puntos fijos, por lo que, obviamente, es una recta
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invariante. Como una recta generada por dos puntos fijos de f es una recta invariante
por f y el centro o es un punto fijo de f, para todo p € L, la recta < o,p > es una recta
invariante por f. Por otra parte, no existen mas rectas invariantes. En efecto, supongamos
que L’ sea una recta invariante por f, distinta de las ya mencionadas. Como L' # L, L
y L' se cortan en un unico punto, que sabemos que es fijo y llameremos p’. Como L'y
< o,p’ > son distintas, se cortan en un unico punto ¢, que, al ser intersecciéon de dos rectas
invariantes, es un punto fijo. Sin embargo, sabemos que los Unicos puntos fijos de f son
oy los puntos de L. Si ¢’ = o, entonces L' =< o,p’ >, lo que, por nuestra hipotesis, no
es posible, asi que o &€ L’. Consideramos p” € L,p" # p’. Como L' #< o,p"” >, L' corta
a < o,p” > es un unico punto, ¢”, que no es ni o ni p”. Como L'y < o,p” > son rectas
invariantes, ¢” es un punto fijo, pero ¢” es distinto de o y no estd en L. Esto contradice el
hecho de que los tinicos puntos fijos de f son o y los puntos de L.

Una vez que tenemos identificadas todas las rectas invariantes por f, usamos el coro-
lario 8.48 para concluir que, si elegimos como recta del infinito una de esas rectas invarian-
tes, la restriccion de f al complementario de dicha recta del infinito serd un isomorfismo
afin (por contra, si elegimos como recta del infinito una recta no invariante por f, la
restriccion de f al complementario no estara definida en todos los puntos). Estudiamos
el comportamiento de la restriccion de f segiin cual sea la recta elegida para recta del
infinito. Si elegimos el eje L de f como recta del infinito, la restriccién de f a Pi \ L

es una homotecia de razon —1 y centro o. Para comprobarlo, no tienes mas que escribir
la matriz M = Mz f de f en una referencia proyectiva adecuada, concretamente, una
referencia Z cuyo primer punto sea o y sus dos siguientes puntos sean puntos distintos de
L. Después debes comprobar que es posible elegir una inclusién ¢ de A en P% (como las
de la pédgina 79 o la observacién 9.14) de manera que, si #Z es una referencia cartesiana
de A} tal que su completada proyectiva respecto de i’ es . la matriz de la restriccién de
f a P%~ L respecto de Z es M. Geométricamente comprobamos que al “quitarle” L a
P, la restriccién de f a P2 \ L se queda con un tinico punto fijo (el punto o), que serd
el centro de la homotecia. Por otra parte, como los puntos del infinito son puntos fijos de
f, la aplicacion lineal asociada a la restriccion de f transforma todo vector v en un vector
proporcional a v, siempre con el mismo factor de proporcionalidad (—1), tal como hace
una homotecia.

Si elegimos como recta del infinito una recta L, =< o,p >, donde p € L, usando un
razonamiento andlogo se comprueba que la restriccién de f a P \ L, es una simetria
axial de eje L \ L, y en la direccién correspondiente a un vector w, tal que 7(j'(w)) = o.
Observa que este ejemplo es la construccién reciproca del ejercicio 8.57, (4), (5) y (6),

para el caso particular en que n = 2 y la razén de las homotecias y las dilataciones es —1.
Alli se vefa que la compleccién tanto de una homotecia como de una dilatacion con eje
un hiperplano era una homologia general. Aqui acabamos de ver que si partimos de una
homologia general f , segin elijamos la recta del infinito, al restringir f al complementario
de la recta del infinito elegida obtenemos una homotecia o dilataciones (las simetras axiales
son dilataciones respecto de una recta y con razén —1).

Eleccion del punto del infinito y razon doble.

Finalizamos esta subseccion con una tercera ilustracion de la eleccion del infinito. En este
caso veremos qué consecuencias tiene elegir un punto del infinito de P u otro. Recordemos
que la construccién de la pagina 79 y la de la observacién 9.14 se pueden realizar para el
espacio proyectivo estandar de cualquier dimension, en particular, se puede realizar para
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E

Pi. Entonces, si en P elegimos un punto a como punto del infinito, podemos identificar
Pi \ {a} como la recta afin estdndar Aj. Aunque parezca que en Pl y Aj se puede
hacer poca geometria, si hay algo que podemos estudiar: la razén doble de una cuaterna
ordenada de puntos en P} y la razén simple de una terna ordenada de puntos en Aj. De
hecho, vimos en la pdgina 72 cémo se relacionaban ambos conceptos. En particular, vimos
que si consideramos los puntos ¢ = (0: 1),b=(1:5),c=(1:v)yd= (1:0) la razén
doble [a, b, ¢, d] era igual a la razén simple (57 ¢). Observa que, en este caso, a es el punto
del infinito para la inmersion
i: AL — Py
x = (l:x),

por lo que si identificamos Py \ {a} con A{ mediante i~!, b, ¢y d se corresponden con 3,y
y 0 y la razén doble de a, b, ¢, d es la razén simple de los puntos 3, y 4, correspondientes
ab,c,den Al

Supongamos ahora que a no es necesariamente igual a (0 : 1) sino que lo movemos en
Py pero seguimos considerdndolo como el punto del infinito. Para ello, identificamos Py
con A} componiendo una proyectividad g de PL que trasforme a en (0 : 1) con i~!. Por
ejemplo, elegimos como g a la proyectividad que lleva a a (0: 1) y deja by ¢ fijos. En ese
caso, los puntos correspondientes a b,c en A} (la correspondencia viene dada por i~! o g)
son [3,~ respectivamente, mientras que el punto correspondiente a d, que llamaremos ahora
&', se va moviendo en Al a medida que movemos a en Pi. La posicién de &', relativa a 3
y 7, viene expresada justamente por la razén simple (5v0’) y es, por la proposicién 8.68,
igual a la razén doble [(0: 1),b,¢, g(d)] = [g(a), g(b), g(c), g(d)] = [a, b, ¢,d]. Interpretamos
geométricamente la igualdad

(B~yd") =la,b,c,d
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cuando k =R yparab=(1:0),c=(1:1),d=(1:2);seaa = (1:«a). En ese caso la
proposicion 8.65 nos da

200 — 2

a—2

Si « tiende a infinito, entonces [a, b, ¢, d] tiende a 2 y, de hecho, sia = (0: 1), [a, b, ¢, d] = 2
Eso quiere decir que, cuando a estd “infinitamente lejos” de b, ¢, d, el segmento B9 es
el doble del segmento (v, es decir, v es el punto medio de 36’ o, en otras palabras, vy
equidista de 5y ¢'. Ahora partimos de a infinitamente lejos (es decir, a = (0 : 1)) y vamos

“acercando” a a d. Si a es (1:10) (a atn esta bastante lejos de d), [a b,c,d] =2,25. Asi
pues ahora el segmento 30 es algo méas del doble del segmento 37, es decir, ¢’ se ha alejado
algo de =, porque d estd més cerca del infinito. Si a = (1 : 4), el mﬁmto se ha acercado
bastante a d. En ese caso [a, b, c,d] = 3, es decir, ¢’ se ha alejado mucho més de v, ya que
ahora el segmento 30 es el triple del segmento 3v. Sia = (1 : 3), el infinito se ha acercado
aun més a d. En ese caso [a, b, ¢,d] = 4, es decir, ¢’ se alejado atin més de 7, ya que ahora
el segmento 3¢’ es el cuddruple del segmento 3. De hecho, cuando a tiende a d (es decir,
cuando « tiende a 2), el efecto que se produce es que ¢’ se aleja cada vez méas de v, porque
d’ se va al infinito. Esto lo vemos en que [a, b, ¢, d] tiende a infinito, es decir, la longitud
del segmento B0 es cada vez méas grande con respecto a la longitud del segmento v, que
es una cantidad finita. Dejamos como ejercicio la interpretacién geométrica de la razon
doble [a, b, ¢,d] cuando a sobrepasa a d y sigue moviéndose hacia la “izquierda” (es decir,
cuando a < 2).

[a,b,c,d] =

Todo esto tiene una interpretacion intuitiva en términos de perspectiva, ya que, si dibu-
jamos los puntos b, ¢ y d (alineados) en un papel, el punto a (alineado con b, ¢ y d) que
elegimos como punto del infinito determina cudl serd el “punto de fuga” de nuestro dibujo.
Cuando a = (0 : 1) (a estd “infinitamente lejos” de b, ¢, d), el punto del infinito ni siquiera
estd en nuestro dibujo (estd verdaderamente en el infinito) por lo que las distancias las
pintamos tal como son, es decir, no dibujamos con perspectiva. En cambio, cuando a es
un punto (1 : «), ubicamos a (el infinito, el punto de fuga), en nuestro dibujo y segin lo
pongamos més cerca o mas lejos asi ird cambiando la perspectiva, siendo mas extrema a
medida que a se acerca a d. Los puntos b, ¢, d los seguimos pintando en el mismo lugar del
papel con lo cual la distancia entre ellos, medida sobre el papel, es siempre la misma, pero
segin dibujemos el punto de fuga mds leJos 0 mas cerca, la longitud que nuestro cerebro
asigna al segmento bd con respecto al segmento bc disminuird o aumentara (es decir, la
ilusién oOptica es que el punto d se acerca o se aleja de los puntos by ¢ y de nosotros).
Vemos todo esto ilustrado en los tres dibujos anteriores. En el primero, el punto del infinito
a 1o estd en el dibujo (estd, como deciamos, en el infinito). En el segundo y en el tercero,
el punto del infinito a si esta en el dibujo. El cuadrilatero representa una casa, limitada
por los puntos by ¢ y en el punto d hay un arbol. ;En cual de los tres dibujos se percibe
que la distancia del arbol a la casa, con respecto al tamano de esta, tltima, es mayor?

El espacio dual

Una recta [ de Pi viene dada por una ecuacion de la forma ugxrg + w1z + uszs = 0, donde
Ug, U1, Us son elementos de k no todos nulos. Dos ecuaciones como ugxg + w11 + usxs = 0
y ugro + uiry + ubre = 0 definen la misma recta si y solo si existe A € k* tal que
(ug, uy, uh) = A(ug, uy, ug). Esta observacion sugiere que al conjunto de todas las rectas de
PZ se le pueda dotar de estructura de plano proyectivo. Lo hacemos de forma intrinseca:
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Proposicién 9.19. El conjunto de rectas de Pi estd en correspondencia biyectiva con
P(k3"), donde k*" es el espacio dual de k®, es decir, el espacio vectorial formado por todas
las formas lineales homogéneas (es decir, aplicaciones lineales a k) de k3.

Demostracién. Una recta de P2 es la proyectivizacién de un plano vectorial de k®. Por
otra parte, un plano vectorial de k? es el nticleo de una forma lineal homogénea no nula de
k3. Ahora bien, dos formas lineales homogéneas w; v wy tienen el mismo ntcleo si y solo
si existe A € k* tal que wy = Aw;. Por tanto, por una parte, existe una biyeccion entre
el conjunto de rectas de Pf y el conjunto de planos vectoriales de k® y, por otra parte,
existe una biyeccién entre el conjunto de planos vectoriales de k3 y la proyectivizacién del
espacio dual k3" de k3. O

Es claro que la proposicion anterior puede generalizarse a Py, o incluso a cualquier espacio
proyectivo P(V'), sin méds que cambiar la palabra recta por la palabra hiperplano:

Proposicion 9.20. Sea V' un espacio vectorial sobre k de dimension n+1. El conjunto de
hiperplanos de P (V') estd en correspondencia biyectiva con P(V*), donde V* es el espacio
dual de V. Por otro lado P(V*) es un espacio proyectivo de dimension n que es por tanto
isomorfo (aunque no de forma candnica) a P(V).

Definicién 9.21. Dado un espacio proyectivo P(V'), llamaremos a P(V*) su espacio
proyectivo dual y lo denotaremos por P(V')*. Teniendo en cuenta la proposicién 9.20 in-
terpretaremos los elementos (es decir, los puntos) de P(V)* como hiperplanos proyectivos
de P(V).

Ejemplo 9.22. En P2" cada punto [ corresponde a una recta de P2 de ecuacién ugzg +
u1xy + usxs = 0, por lo que a dicho punto le podemos asignar de forma natural las
coordenadas (ug : uy : uy). En efecto, puedes comprobar que (ug : u; : uy) son las
coordenadas de [ respecto del sistema de referencia proyectivo de Py", 2* = {lo, l1,lo; I3}
donde [ es la recta de ecuacién xzg = 0, [; es la recta de ecuaciéon x; = 0, [y es la recta de
ecuacion o = 0 y I3 es la recta de ecuacién xg + z1 + o = 0. Para comprobar que Z*
es un sistema de referencia proyectivo de P2", puedes demostrar que %Z* tiene como base

asociada a la base dual de la base canénica de k*. Recuerda que si B = {vp,v1,...,v,}
es una base de un espacio vectorial V', la base dual B* de B es la base de V* formada
por vg, vf, ..., vy, donde v} es la tnica aplicacién lineal de V' a k que cumple v} (v;) = 0 si

i#jyvi(v) =0.SiV =Kk¥y B={eg, e1,es} es la base candnica, es sencillo comprobar
que las formas lineales v, vy, v3 son las aplicaciones

(R k3 — k
(w0, 21,72) = X

vl k3 — k
(3:'0,.7)1,.%2) = €1

vy k3 — k
(3170,.131,1‘2) — To.

De igual forma, en P}* cada punto H corresponde a un hiperplano de P} de ecuacién
uoro + urry + -+ + upw, = 0, por lo que a dicho punto le podemos asignar de forma
natural las coordenadas (ug : uy : -+ : u,), que son las coordenadas de H respecto del
sistema de referencia proyectivo Z* = {Hy, Hy, ..., Hy,; H,1} de PY*, donde, para todo
t=0,...,n, H; es el hiperplano de ecuacién x; = 0 y H,,.1 es el hiperplano de ecuaciéon
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To+ 21+ +x, =0 (igual que en Pi", Z* es un sistema de referencia proyectivo de Pg*
y tiene como base asociada a la base dual de la base canénica de k™).

Siguiendo con el caso de Pi observamos cierta “simetrfa” entre puntos y rectas. Por una
parte, dos puntos distintos de P} determinan una tinica recta de P%. Por otra parte, dos
rectas distintas de Pj se cortan en un tnico punto de PZ. Con el concepto de plano dual
podemos expresar esta simetria, que llamaremos dualidad, de otra forma: dos puntos de
P2 determinan una tnica recta, es decir, un punto de P2"; dos puntos del plano proyectivo
dual P{" (que corresponden a dos rectas de P3) determinan una tnica recta de P3" y esa
recta la vamos a poder identificar como un punto de Pi (que va a corresponder al punto
de interseccién de las rectas de P3). Lo vemos mds claramente en la siguiente proposicién:

Proposicién 9.23. (Dualidad en el plano proyectivo). Existe una biyeccion entre los
puntos de P y las rectas de PL™. Existe una biyeccion entre las rectas de P} y los puntos
de Pi".

Demostracion. La segunda afirmacién se sigue de forma directa de la definicién de P2".
Para la primera afirmacién, consideremos un punto p = (ag : a; : az) de Py y todas las
rectas de P que pasan por p. Una recta de ecuacion uyzo+uy 1 +usrs = 0 pasa por p siy
solo si agug + aju; + asuy = 0. Por otra parte, recordemos que el conjunto de rectas de Pg
es el plano dual P2*. En ese caso, un punto [ de P2" corresponde a una recta de P2 que
pasa por p si y solo si las coordenadas (ug : uq : uz) de l cumplen agug + ayuy + asus = 0,
es decir, si y solo si [ pertenece a la recta de Pi* de ecuacion agUy + a1 U; + aUy = 0.
Por tanto el punto p da lugar a una recta de Pﬁ*, la de ecuacién agUy + a1Uq + asUs = 0.
Reciprocamente, una recta L de PL" tiene, en coordenadas, ecuacién ayUy+a)U; +ayUs = 0
para alguna terna (af, a, ay) # (0,0,0). Por lo visto anteriormente, los puntos de PZ" que
pertenecen a L corresponden a rectas de Pi de ecuacion ugxrg + ui1xy + usre = 0 cuyos
coeficientes cumplen agug + aju; + abus = 0; es decir, los puntos de L corresponden a las
rectas de P que pasan por el punto (aj : a} : ab). Asf pues, una recta de P2* da lugar
a un punto de P{ y es claro que los procesos que hemos descrito para obtener una recta
P%" a partir de un punto de P y para obtener un punto de P2 a partir de una recta de
P%" son inversos uno del otro. O

Definicién 9.24. Dado un punto p de P, al conjunto de rectas de P% que pasan por p
lo llamamos el haz de rectas por el punto p o con base el punto p.

Observacién 9.25. Un haz de rectas de P2 se corresponde por dualidad a una recta de
p2*.

He preferido describir la dualidad de una forma concreta en la demostracién de la propo-
sicion 9.23, pero esta puede obtenerse de manera mas “elegante” y conceptual del hecho
de que, si V' es un espacio vectorial de dimension finita (todos los espacios vectoriales con
los que estamos trabajando en este curso lo son), existe un isomorfismo candnico (es decir,
que se puede construir sin elegir bases) entre V' y su espacio bidual (V*)* (que denotamos
como V**). Por otra parte, la dualidad que hemos visto entre puntos y rectas de P% se
puede generalizar a P}l y més atn, a un espacio proyectivo arbitrario P(V') pero, jcuidado!,
esta dualidad no sera en general entre puntos y rectas, sino entre puntos e hiperplanos:

Ejercicio 9.26. Sea P(V) un espacio proyectivo arbitrario.

(1) Enuncia y demuestra un resultado de dualidad para P(V') andlogo a la propo-
sicion 9.23, describiendo explicitamente esta dualidad como se hace en la de-
mostracién de la proposicién 9.23 (indicacién: para hacer esto ultimo deberés fijar
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una base B de V y usar la base dual B* de B y sus referencias proyectivas asocia-
das).

(2) Comprueba que la dualidad que has descrito en el apartado (1) se puede expresar
como una proyectividad entre P(V') y (P(V)*)*.

(3) Para el/la alumno/a que conozca el isomorfismo candnico entre V' y V** men-
cionado en el parrafo anterior: Comprueba que la proyectividad del apartado (2)
estd inducida por el isomorfismo canénico entre V' y V**.

La dualidad se puede generalizar aiin m&as en un espacio proyectivo de dimensién n,
obteniéndose biyecciones entre subespacios proyectivos de dimensién r y subespacios proyec-
tivos de dimension n —r — 1:

Ejercicio 9.27. Sea A un subespacio proyectivo de dimensién m de un espacio proyectivo
P(V) de dimensién n.

(1) Demuestra que el conjunto Q(A) = {H € P(V)*|A C H} es un subespacio proyec-
tivo de P(V)* de dimensién n —m — 1.

(2) Observa que Q(0) =P(V)* y QP (V)) = 0.

(3) Observa que, en P}, a un punto p le corresponde Q(p) en Pi", que es un plano de
P3" (cada punto de ese plano de P} " corresponde a un plano que pasa por p) v a
un plano IT de P} le corresponde Q(II), que es un punto de Py

(4) Observa que, en P}, los planos que contienen a una recta [ forman un haz de planos
(el haz de planos con base [) y a este haz de planos le corresponde la recta (1) de
P}" (cada punto de esa recta corresponde a un plano del haz).

Indicacién: si tienes dificultades para resolver este ejercicio, puedes consultar el teorema
6.11 de “Apuntes de Geometria Proyectiva”, de E. Arrondo.

Usamos ahora el principio de dualidad para demostrar otro teorema clasico sobre configu-
raciones de rectas en el plano, el teorema de Desargues:

Teorema 9.28. (Desargues) Sean abc y a'b'c’ tres tridngulos de Py tales que sus vértices
a,b,c y d,b,d cumplen a # d', b £V yc #  y las rectas que contienen lados co-
rrespondientes son distintas, es decir, < a,b >#< d b >, < a,¢c >#£< d,d >y
< byc >£< VW, >. Sea p el punto de interseccion de < a,b > y < da',b' >, sea q el
punto de interseccion de < a,c > y < a’',c > y sea r el punto de interseccion de < b,c >
y < b, >. Entonces, para que los puntos p,q y r estén alineados es condicion necesaria
y suficiente que las rectas < a,a’ >, < b, > y < ¢, > sean coincidentes.

Demostracion. (Condicién suficiente): Tienes un poco més adelante un dibujo que ilustra
el enunciado y la demostracion de la condicion suficiente del teorema, pero es aconsejable
que, a medida que vayas leyendo el argumento, vayas dibujando las rectas y puntos que
aparecen. Escribimos [, =< a,a’ >, [, =< b,V > [3 =< ¢, >. Por hipétesis las rectas
l1,15 v [3 se cortan en un punto, que llamaremos o. Denotamos también t; = < p.r >N [y,
to=<p,r >Nl yts=<p,r>NI;y definimos f, como la perspectividad de /; sobre [,
de centro p y f, como la perspectividad de [, sobre /3 de centro r. Tenemos entonces

Lo, Iy
0o = 0
a +— b =
a = bV = c
tl — t2 —> t3

/

Observamos que la composicién f, o f, es una proyectividad de [, a /3 que deja fijo el punto
o0, que es el punto de interseccién de [, y I3, por lo que, por el teorema 9.11, f,. o f, es
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una perspectividad de /; sobre /3 y su centro es necesariamente el punto de interseccion
de < a,c >y <ad,d >, osea, ¢. Como (f.o f,)(t1) = t3, se tiene que t1,t3 y ¢ estan
alineados, es decir, ¢ esta en la recta < t;,t3 >, que es la recta < p,r >, por lo que p,q y
r estan alineados, como queriamos demostrar.

Condicion necesaria: Para demostrar la condicién necesaria vamos a usar dualidad: una
vez que “traduzcamos” todas las rectas y todos los puntos del enunciado del teorema 9.28
en puntos y rectas de P2" respectivamente, asi como las relaciones entre esas rectas y
puntos en relaciones entre puntos y rectas en el dual (por ejemplo, puntos que en Pi
estén alineados dardn lugar a rectas concurrentes en PZ"; rectas concurrentes en P daran
lugar a puntos alineados en P}", etc.), serd claro que la condicién necesaria del teorema
de Desargues en P se convierte en la condicién suficiente del teorema de Desargues en
P%" (es decir, una implicacién es la “dual” de la otra). Como Pi" es isomorfo a P} y ya
hemos demostrado la condicién suficiente del teorema de Desargues en Pi, obtenemos el
resultado (para mas detalles puedes consultar las pags. 154-155 de “Geometry”, de M.
Audin). O

Concluimos esta subseccién mostrando como utilizar la dualidad para hallar los subespacios
invariantes de una proyectividad. Primero definimos la aplicacion dual de una aplicacion
proyectiva:

Definicién 9.29. Sean V) y V5 dos espacios vectoriales sobre k y sean P(V}) y P (V%)
los espacios proyectivos correspondientes. Sea ¢ una aplicacion lineal de V; a V5 y sea f
la aplicacién proyectiva de P(V}) a P(V5) inducida por ¢. Recordemos que la aplicacion
lineal dual de ¢ es
ot Vy — VY
w = wog.
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Llamamos aplicacion proyectiva dual de f y la denotamos por f* a la aplicacion proyectiva
de P(15)* a P(V}*) inducida por ¢*.

Observacion 9.30. Sean %, y %, referencias proyectivas de P(V;) y P(V3) y sean By
y By bases de Vi y de V, asociadas a #; y X respectivamente. Sean B; y Bj las bases
duales de By y de By y sean Z; y %5 referencias proyectivas de P(V1)* y P(V5)* cuyas
bases asociadas sean Bj y Bj respectivamente (decimos que Z; es la referencia dual de
K,y que %5 es la referencia dual de ). Recuerda que

* t
Mp; B; 9" = (Mp, B,®)"
Por tanto, una matriz (Mg, %, f)" es una matriz asociada a f* respecto a %5 y % .

Ejercicio 9.31. (1) Sea H un hiperplano proyectivo de P(V32) que no contiene a la
imagen de f. Demuestra que f~'(H) es un hiperplano proyectivo de P(V}) y que
[*envia H a f~'(H).

(2) Demuestra que Q(imf) es el centro de f*.

A continuacién usamos el concepto de aplicacion dual para calcular de manera sistematica
los hiperplanos invariantes por una proyectividad:

Corolario 9.32. Sea P(V) un espacio proyectivo sobre k y sea f una proyectividad de
P(V) en si mismo. Un hiperplano H de P(V') es invariante por f si y solamente si
H € P(V)* es un punto fijo de f*. Por tanto, si f viene inducida por un automorfismo ¢ de
V', el problema de hallar los hiperplanos invariantes por f se reduce a hallar los autovalores
y autovectores (jestos iultimos son elementos de V*, es decir, son formas lineales!) de ¢*.

Demostracion. Sea H un hiperplano invariante por f. Esto quiere decir que f(H) = H,
lo que es equivalente a H = f~'(H). El ejercicio 9.31 (1) nos dice que en ese caso H
corresponde a un punto de P(V')* que es fijo por f*. O

Ejercicio 9.33. Sea P(V') un espacio proyectivo sobre k y sea f una proyectividad de
P (V) en si mismo.
(1) Demuestra que el conjunto de puntos fijos de f se puede escribir, de forma tnica,
como una unién disjunta finita

Fij(f) = A IT-- - T1 A,

de subespacios proyectivos no vacios A; de P(V).

(2) Demuestra que el conjunto de los puntos de P(V)* correspondientes a los hiper-
planos invariantes por f se puede escribir, de forma tinica, como una unién disjunta
finita

O T1--- 119,

donde cada €; es un subespacio proyectivo de P(V)* isomorfo a A;.
(3) Concluye que, en particular, existe una biyeccién entre el conjunto de puntos fijos
de f y el conjunto de hiperplanos invariantes por f.

Indicacion: observa que si M es una matriz cuadrada de orden n + 1, el polinomio
caracteristico de M es el mismo que el polinomio caracteristico de M!. Observa
también que, para todo A € k, el rango de las matrices M — A\, ., vy M — X\,
coincide.

Finalmente usaremos el corolario 9.32 para dar un método sistemético para hallar todos
los subespacios invariantes por una proyectividad:
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Ejercicio 9.34. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado (es decir, todo polinomio de
grado positivo en una variable con coeficientes en k tiene al menos una raiz; esto ocurre,
por ejemplo, si k = C). Sea P(V') un espacio proyectivo sobre k, sea f una proyectividad
de P(V) en si mismo y sea A un subespacio proyectivo de P (V') invariante por f.
(1) Demuestra que existe un punto fijo de f contenido en A.
(2) Demuestra que existe un hiperplano invariante por f que contiene a A.
Indicacion: (2) es el enunciado dual de (1), por lo que puedes obtener (2) aplicando
(1) a f.
Observacién 9.35. Dada una proyectividad f de un espacio proyectivo P(V) de di-
mensién n sobre k en si mismo, ya vimos, en la proposicion 8.20, cémo hallar sus puntos
fijos. El corolario 9.32 y el ejercicio 9.34 nos proporcionan ademas un método sistematico
para hallar todos los subespacios invariantes de una proyectividad cuando el cuerpo k es
algebraicamente cerrado (por ejemplo, k = C).

En efecto, en este caso, comenzamos hallando todos los hiperplanos invariantes por f.
Para cada hiperplano invariante H por f, consideramos f,. Por el corolario 8.6 y la
proposicién 8.14, (3) sabemos que f,, es una proyectividad de H en H. Hallamos entonces
todos los hiperplanos invariantes A por f|,, que no serdn sino los subespacios de P(V)
de codimension 2, contenidos en H e invariantes por f. Por ello, como este proceso lo
realizamos para todos los hiperplanos H invariantes por f y, segun el ejercicio 9.34, (2),
todo subespacio A de codimensién 2, invariante por f, estd contenido en algtin hiperplano
H invariante por f, encontramos asi todos los subespacios de codimension 2 invariantes
por f. Repitiendo este argumento para todo subespacio invariante A de codimensién 2 (es
decir, hallando, para cada A, los hiperplanos invariantes de la proyectividad f|, de A en si
mismo), obtenemos todos los subespacios de codimensién 3 invariantes por f. Continuamos
el argumento hasta encontrar todos los subespacios invariantes de codimensién n — 1,
es decir, hasta encontrar todas las rectas invariantes (aunque podriamos, no hace falta
encontrar de esta manera los puntos invariantes por f, ya que estos son los puntos fijos y
los podemos hallar directamente usando la proposicién 8.20).

Observacion 9.36. Si el cuerpo k no es algebraicamente cerrado (por ejemplo, si k = R),
también se puede usar el ejercicio 9.34 para hallar todos los subespacios invariantes por
una proyectividad f de un espacio proyectivo P(V') de dimensién n en si mismo. En este
caso, lo que haremos es extender el cuerpo de escalares de k a k, donde k es la clausura
algebraica de k (si k = R, entonces k = C y a hacer esto le denominamos complezificar
el problema). Vemos cémo se lleva a cabo esto en el caso concreto en que f es una
proyectividad de P% en P%. En este caso f estd representada por una matriz M respecto
de la referencia candnica de Pk. La matriz M es una matriz (n + 1) x (n + 1) cuyos
elementos son nimeros reales, que son también niimeros complejos, pues R C C. Por
ello, M define una proyectividad fc de P en P (jla matriz M sigue siendo invertible
sobre C!). Aplicamos ahora a fc el método descrito en la observacién 9.35. De esta forma
encontraremos todos los subespacios invariantes por fc. Estos subespacios invariantes
son subespacios proyectivos de P¢. Aquellos de entre esos subespacios que sean ademés
subespacios proyectivos de P% seran los subespacios invariantes por f que buscamos.

Si fijamos una referencia proyectiva, es relativamente sencillo generalizar la construccion
anterior al caso general en que P(V') sea un espacio proyectivo real. No nos detenemos en
el caso en que k es un cuerpo arbitrario, ya que para esto necesitamos definir la clausura
algebraica k de un cuerpo k (brevemente, k es el cuerpo “més pequeiio” de entre aquellos
cuerpos F' que contienen a k y satisfacen la propiedad de que todo polinomio no constante
en una variable y con coeficientes en k tiene alguna raiz en F') y esto se escapa del &mbito
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de este curso. De todas formas, si conociéramos E_, el proceso seria el mismo que hemos
visto, ya que, al igual que R y C, los cuerpos k y k cumplen k C k.



